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Pada tulisan ini, kita membahas sifat-sifat Transformasi Fourier Quaternion (TFQ)  dua sisi dengan 
menggunakan  kernel . Sifat-sifat TFQ itu antara lain sifat linear kiri, pergeseran, skala, modulasi, 
teorema Plancheral dan Parseval serta teorema Konvolusi TFQ. 
 
Kata kunci :  Tranformasi Fourier Quaternion (TFQ), Plancheral, Parseval, Konvolusi. 
 
 
PENDAHULUAN 
Aljabar Quaternion pada  dilambangkan  merupakan kombinasi linear skalar 
real dan tiga satuan imajiner ortogonal (dilambangkan , dan ) dengan koefisien-
koefisien real yang dituliskan sebagai 
 
yang memenuhi perkalian Hamilton                 
 
Dengan menggunakan Persamaan (1.2), perkalian dua buah quaternion  adalah 
(1.3) 
dimana  adalah perkalian skalar dan 
 adalah perkalian silang.  
 
Konjugat quaternion dari quternion  adalah   
 
 
dan mempunyai sifat anti involusi, yaitu  
 
 
Dari Persamaan (1.4) kita mendefinisikan modulus  sebagai berikut  
 
 
dengan menggunakan penurunan yang sederhana diperoleh 
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Dengan menggunakan Persamaan (1.4) dan (1.5) maka invers quaternion  
dinyatakan sebagai  
 
 
Ini menunjukkan bahwa adalah aljabar pembagian. Selanjutnya diperkenalkan hasil 
kali dalam dua fungsi nilai quaternion  sebagai berikut  
 
 
Lebih jauh, jika  maka diperoleh norm pada fungsi quaternion yakni 
 
 
 Transformasi Fourier Quaternion (TFQ) menyatakan generalisasi transformasi 
fourier real dan kompleks dengan menggunakan aljabar quaternion. TFQ pada signal 
quaternion dua dimensi pertama-tama diperkenalkan oleh Ell (1993). Kemudian 
diaplikasikan oleh B low (1999). Ada tiga jenis TFQ yakni TFQ sisi kiri, TFQ sisi kanan 
dan TFQ dua sisi. Lebih jauh dapat dipelajari (Mawardi, 2010; Mawardi dkk, 2008 ; 
Mawardi dkk, 2010 ; Hitzer, 2007). 
 Dalam paper ini kita akan mengkonsentrasikan pada TFQ dua sisi dengan 
menggunakan kernel . Lalu menurunkan sifat-sifat TFQ sisi kiri yakni linearitas 
kiri, pergeseran, skala, modulasi, sifat konvolusi dan membuktikan teorema Plancheral 
dan Parseval dalam TFQ dua sisi. 
 
HASIL DAN PEMBAHASAN 
1.  Definisi TFQ dua sisi dan sifat-sifatnya 
 Transformasi Fourier Quaternion (TFQ) dikenal secara luas sebagai perluasan 
transformasi Fourier ke aljabar quaternion. 
 
Definisi 1 Misalkan  adalah suatu fungsi 2D bernilai quaternion. TFQ dua sisi pada 
 adalah fungsi   yang didefinisikan 
 
dimana    dan    disebut kernel fourier quaternion. 
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Teorema 2 TFQ dua sisi adalah transformasi yang dapat diinverskan dan inversnya 
diberikan oleh 
 
Bukti. Dapat di lihat pada (Mawardi dkk, 2008). 
 
1.1  Sifat Linearitas kiri 
 Dengan menggunakan definisi dari TFQ dua sisi, dengan mudah kita dapat 
menunjukkan lemma berikut ini: 
 
Lemma 3 Misalkan . TFQ bersifat linear kiri, yakni 
 
 
Catatan: Pada TFQ dua sisi tidak berlaku sisi kanan. 
 
1.2  Sifat Pergeseran 
Lemma 4  TFQ dari sebuah fungsi geser diberikan oleh 
 
Bukti. Pada Persamaan (2.1)  diberikan 
. 
Subtitusi  sehingga persamaan di atas menjadi 
 
      
      
Ini membuktikan Persamaan (2.4).  
 
1.3  Sifat Skala 
Lemma 5  Misalkan .  TFQ fungsi skala  adalah 
 
 
Bukti. Pertama-tama kita mengasumsikan bahwa .  Dari Definisi 1 diperoleh  
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Misalkan , sehingga diperoleh 
 
 
Sedangkan untuk  diperoleh 
 
yang melengkapi bukti Persamaan (2.5).                                                                      
 
1.4. Sifat Modulasi 
Lemma 6 Misalkan  dan  maka 
 
 
Bukti. Dengan menggunakan Definisi 1 diperoleh 
            
         
 
 
2. Sifat utama TFQ 
Dalam bagian ini akan dibahas mengenai sifat yang paling penting dari TFQ sisi 
kiri yakni teorema Plancheral dan teorema konvolusi. Pertama-tama kita bahas dulu 
mengenai teorema Plancheral. 
 
Teorema 7 (Plancheral TFQ sisi kiri). Misalkan  maka persamaan 
berikut berlaku  
 
Secara khusus, jika  maka .  
Persamaan ini disebut teorema Parseval. 
 
Bukti. Diketahui bahwa . Dengan menggunakan invers 
dari TFQ  dan sifat anti involusi pada Persamaan (1.5) serta sifat pertukaran integral 
pada fungsi Lebesgue, sehingga diperoleh 
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Lebih jauh, dengan mengganti  pada proses pembuktian diatas diperoleh 
, yang melengkapi bukti pada Teorema 6.                     
 
Sifat yang penting pada TFQ dalam aplikasi dalam proses signal 2D adalah sifat 
konvolusi. Tapi sebelumnya diperkenalkan definisi konvolusi berikut ini 
 
Definisi 8 Misalkan . Konvolusi  didefinisikan oleh 
 
Catatan: secara umum . Ini disebabkan sifat dari perkalian dua buah 
quaternion tidak komutatif yakni  . 
 
Teorema 9 Misalkan  dimana 
 
 
Maka konvolusi TFQ   diberikan oleh 
 
 
Bukti. Dengan menggunakan Definisi 1 pada Persamaan (2.1) diperoleh 
 
Misalkan , maka Persamaan (3.5) dapat dituliskan menjadi 
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Sehingga diperoleh 
 
+  
 
Dengan mengunakan invers TFQ pada Persamaan (2.2) dan sifat pertukaran 
integral pada fungsi  diperoleh: 
 
Akibat 10  Misalkan . maka kita punya 
 
 
 
KESIMPULAN 
Dengan menggunakan konsep atau sifat-sifat dasar mengenai quaternion, kita 
memperkenalkan konsep tentang Transformasi Fourier Quaternion (TFQ) dua sisi. 
Dalam sifat perkalian dua buah quaternion  tidak komutatif akibatnya beberapa sifat 
penting dalam transformasi Fourier klasik harus dimodifikasi. Adapun sifat-sifat yang 
dimodifikasi dalam TFQ dua sisi berupa sifat linear kiri, pergeseran, skala, modulasi 
Teorema Plancheral dan Parseval dan konvolusi pada TFQ sisi kiri dengan 
menggunakan kernel . Menarik juga dipelajari kedepannya mengenai sifat diferensial 
TFQ sisi kiri serta aplikasi dari TFQ sisi. Dimulai dengan menggunakan contoh aplikasi 
sederhana sampai aplikasi yang lebih kompleks. 
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